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VWprowadzenie

Pochodna - szybkos¢ zmian zmiennej zalezne] w odniesieniu do zmiennej niezalezne].
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Graficzna definicja pochodnej: gdy Ax — O, (od a do ¢), aproksymacja roznicowa staje sie
pochodna

Matematyczna definicja pochodne] wywodzi sie z aproksymacji roznicowey:

Ay _ fli+AY) — f(x) dy [+ AD) = f(x)

(1) Ax Ax dx  Ax—0 Ax

y, flx) - zmienna zalezna, x - zmienna niezalezna



VWprowadzenie

dy/dx (lub y’ lub f’(x;) ) jest pierwszg pochodng y w odniesieniu do x w punkcie x;.

dy . SO+ Ax) — f(x;) Y
<2) d_x - AI;I—I}() AX

Pochodna jest nachyleniem styczne| do krzywe] w punkcie x;.

Druga pochodna jest pochodng pierwszej pochodnej. 7' (x)
d’y _d (dy .
(3) i’ " dx (7) '

Druga pochodna informuje o tym jak szybko zmienia sie nachylenie.

» Druga pochodna czesto nazywana jest krzywizng, bowiem wieksza wartosc drugie] pochodnej oznacza
wiekszg krzywizne krzywej.

Pochodne czastkowe sg uzywane dla funkcji, ktore zalezg od wiecej niz jednej zmiennej.

» Pochodna czgstkowa moze byc¢ interpretowana jako wyznaczenie pochodnej funkcji w punkcie, ktorej
wszystkie zmienne oprocz jednej sg ustalone.

Przyktad: pochodna funkcji fix,y):

of _ iy JEHAXY) — (X, ) of _ o SOy +Ay) — fx,y)
— = 11m = 1um

0x  Ax—0 AX dy  Ay—0 Ay

(4)



Rozniczkowanie w inzynierii 1 hauce
Przyktad: Prawo przewodnictwa cieplnego (prawo Fouriera)

Dla przypadku jednowymiarowego:

dT

(5) q = _kd_x

gdzie: g(x) = strumien ciepta (W/m2), k = wspotczynnik przewodnosci cieplnej (W/(m K)), T
= temperatura (K), x = odlegtos¢ (m).

Dla rozwazanego przypadku, pochodna lub inacze| gradient jest miarg intensywnosci
przestrzenne] zmiany temperatury, ktora jest sitg napedowag przeptywu ciepfta.

T A T A

Direction of Direction of
heat flow heat flow

\
\/

Pozytywny przeptyw okreslony jest ujemnym gradientem (stad znak: — we wzorze)



Rozniczkowanie w inzynierii 1 nauce

Przyktad: Jednowymiarowe formuty istotnych praw czesto wykorzystywanych w inzynierii
| nauce:

Law Equation  Physical Area Gradient Flux Proportionality
. / dT X
Fourier's low ¢ = —k— Heat conduction Temperature Heat flux Thermall
dx -
Conductivity
d
Fick's law J = —Dd—c Mass diffusion Concentration  Mass flux Diffusivity
Pt
, dh .
Darcy's law ¢ = —k— Flow through Head Flow flux Hydraulic
dx : -
porous media Conductivity
dV
Ohm’s law J=—-0—  Curent flow Voltage Current flux Flectrical
dx -
Conductivity
d
Newton's T = ,ud—u Fluids Velocity Shear Dynamic
viscosity law o Stress Viscosity
AL
Hooke's law o = ET Flasticity Deformation Stress Young's
Modulus

Wybrane powyzsze prawa, definiujg modele matematyczne, ktore wykorzystywane sg w
wielu obszarach nauki i techniki.

Mozliwosc¢ doktadnej estymacji wartosci pochodnej, jest istotnym aspektem sprawnej i
wydajnej pracy w danej dziedzinie nauki i techniki.



Szeregl Tylora

Twierdzenie Tylora stwierdza, ze kazda gtadka funkcje mozna aproksymowac przy pomocy
wielomianu. Szeregi Tylora sg matematycznym narzedziem, ktory to umozliwia.

f(x)

Zero order

e q) = flx;)
1.0 - , TTT S @ flrg) = flx) + )
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Aproksymacja funkcji fix) =-0.1x4-015x3-05x2-025x+ 12dlax=1.

Kompletny szereg Tylora:

S (x i) )2 f(3)( i) )3 5 f(”)( i)
2! 3! n!

fUE) ]

h" + R, R, =
i it D)

(6) fxin) = f(x;




Szeregl Tylora

Reszta szeregu Tylora:

Jest rowna:
<8> O(hrH—l)

Jest to btad obciecia rzedu hn+1,
Btad ten jest proporcjonalny do kroku s podniesionego do n+1 potegi.

Przyktad:
Jezeli btad jest rzedu O(h), podzielenie przedziatu na potowe, zmniejsza btad o potowe.

Jezeli btad jest rzedu O(h?), podziat przedziatu na potowe zmniejszy btad czterokrotnie.

Ogolnie mozna przyjac, ze zaokraglenie btedu zmniejsza sie przez dodawanie kolejnych
fragmentow szeregu Tylora.

W wielu przypadkach jezeli krok jest wystarczajgco maty, wtedy szeregi niskiego rzedu
wystarczajg do uzyskania zadowalajgce] doktadnosci.



Rozniczkowanie numeryczne

Roznica skonczona moze bycC przedstawiona przy pomocy wWzoru:

(9) fl(x) = f (i) — J () + O(Xit1 — x;)
Xi+1 — X

lub

(10) f/(xi) — f(xi—l-l)h_ f(xi) _|_ O(h,)

odzie, h jest krokiem i stanowi przedziat aproksymacji xi+1 - xi.

Przedstawione zaleznosci stanowig progresywne roznice skonczone.

Jlx) g fl4 £(x) 4

Forward finite-differeces Backward finite-differeces Centered finite-differeces
Progresywne roznice skonczone  Regresywne roznice skonczone Centralne roznice skonczone



Rozniczkowanie numeryczne

Szereg Tylora mozna rozwingc wstecz, tak aby uzyskac regresywne roznice skonczone:

()
2!

(11) fiz) = fx) — ff(xi)h + h> — ...

Odrzucajac fragmenty szeregu Tylora po pierwsze| pochodne] oraz przeksztatcajac wynik
uzyskuje sie:

S &) — fxiz)
h

(12) flx) =
odzie, btad zaokragglenia wynosi O(h).

Odejmujac od wyrazenia (13), formute (11),

(13) fxiv) = fx) + f/(xi)h + / 2('xi)h2 + ...
uzyskuje sie:

3) (.
(14) fxiv1) = fxiz) +2f (x)h + 2f 3$x1)h3 4.

ktorg mozna przedstawic w ponizszy sposob:

J i) = f (i) f(3)(xi)h2 e ub fl) = S Xig1) — f(xiz)

(15)  f'(x) = 7 ¢ 7

— 0(h?)

Jest to formuta okreslajgca centralny iloraz roznicowy (centralne roznice skonczone).



Rozniczkowanie numeryczne

/adanie: WyznaczyC wartosc pierwszej pochodnej funkgji

f(x) = —0.1x* —0.15x> — 0.5x* — 0.25x + 1.2

w punkcie x =0.5 dla kroku h=0.51h=0.25. Uzy¢ Uzyc illorazow: progresywnego O(h),
regresywnego O(h) oraz centralnego O(h?). Uwaga, doktadna wartosc pochodne]
okreslona jest zaleznoscia:

f'(x) = —0.4x° — 0.45x% — 1.0x — 0.25
| w zadanym punkcie wynosi: £7(0.5) = -0.9125.

Rozwigzanie: Dla h = 0.5, wartosci funkcji wynosza:

xi-1 =0 Jfxiz) = 1.2
X =05  f(x)=0.925
xiy1 = 1.0 f(xi41) =0.2

Pierwsza pochodna wyznaczona progresywnym ilorazem skonczonym wynosi:

0.2 — 0.925
f0.5) = 0= — —1.45 ;| = 58.9%




Rozniczkowanie numeryczne

Pierwsza pochodna wyznaczona regresywnym ilorazem skonczonym wynosi:

0.925 - 1.2
f'(0.5) = E — —0.55 e, | = 39.7%

Pierwsza pochodna wyznaczona centralnym ilorazem skonczonym wynosi:

, 02—1.2
£(0.5) = ——1.0  |&]| =9.6%

1.0

Dla h =0.25, wartosci funkcji wynosza:

Xi1 =025  f(xi_;) = 1.10351563
x; = 0.5 £(x;) = 0.925
Xi1 =075  f(x;i+1) = 0.63632813

Pierwsza pochodna wyznaczona progresywnym ilorazem skonczonym wynosi:

0.63632813 — 0.925
f'(0.5) = 055 = —1.155 e,| = 26.5%

Pierwsza pochodna wyznaczona regresywnym ilorazem skonczonym wynosi:

0.925 — 1.10351563
f0.5) = — —0.714 e, | = 21.7%

0.25




Rozniczkowanie numeryczne

Pierwsza pochodna wyznaczona centralnym ilorazem skonczonym wynosi:

. _ 0.63632813 — 1.10351563
(0.5 = 0= = —0.934 &/ = 2.4%

Dla obydwu krokow, pochodne wyznaczone ilorazem centralnym sg najdoktadniejsze.

Efekt ten wynika rowniez z analizy szeregu Tylora, podziat kroku na potowe w przyblizeniu
zmniejsza o potowe btad obciecia dla ilorazow progresywnych i regresywnych. Dla
llorazow centralnych btad ten jest w przyblizeniu az czterokrotnie mnigejszy.



Aproksymacja pochodnych wyzszego rzedu
Aproksymacja pochodnych wyzszego rzedu szeregu Tylora rozwinietego dla f{xi+2):

7 (x)
2!

(16) f(xiv2) = fO) + f(x)(h) + 2h)? + - - -

Rownanie (13) nalezy pomnozyc¢ przez 2 a nastepnie odja¢ od (16):
(17) fig2) = 2f (i) = = f () + f(x)h? + -

Rozwigzujac zaleznose (17), uzyskuje sie wzor na progresywny iloraz roznicowy drugiego
rzedu:

S &xig2) =2 (i) + f(x;)

(18) f(xi) = " + O (h)
W podobny sposob uzyskuje sie iloraz regresywny:
(19) F) = S i) = 2f(xiz) + f(xiz2) oM

h2
lloraz centralny moze by¢ wyprowadzony poprzez dodanie (11) i (13) oraz
uporzadkowanie wyniku:

(20) ' (x;) = J&ip) =2/ () + f(xic1)

5 + O (h?)




Analiza bredow rozniczkowania numerycznego

Aproksymacja pierwszej pochodnej przy pomocy centralnego ilorazu roznicowego:

oo fip) = fic) OO,
(20) flx) = > — S h

wartos¢  iloraz roznicowy btad obciecia
rzeczywista  aproksymacja

Jezeli wartosci funkcji w liczniku ilorazu roznicowego nie posiadajg btedu zaokraglenia, to
przyblizenie pochodnej obarczone jest jedynie btedem obciecia.

Jednakze uzywajac maszyny cyfrowe|, wartosci funkcji zawsze bedg obarczone btedem
zaokraglenia:

i~

fxiz) = f(xiz1) +eizy
fiv) = fxign) +eiv

odzie, f sg btedami zaokraglen wartosci funkcji, e sg skojarzonymi z nimi btedami obciecia.

Podstawiajac powyzsze zaleznosci do rownania (20), otrzymuije sie:

Feiv) — f(xizn) n iyl —Ci-1 f(3)(§)h2
2h 2h 6

wartos¢  iloraz roznicowy btad btad obciecia
rzeczywista  aproksymacja  zaokraglenia

fl(xi) =




Analiza bredow rozniczkowania numerycznego

Bfad catkowity aproksymacji pochodnej pierwszego rzedu przy pomocy centralnego
llorazu roznicowego, sktada sie z:

» biedow zaokraglenia, ktore malejg z krokiem
» biedow obclecia, ktore zwiekszajg sie wraz z krokiem

Przyjmujac, ze bezwzgledna wartosc kazdego sktadnika btedu zaokraglenia jest
ograniczona od gory wartoscig €, to maksimum mozliwych wartosci roznicy e+ - ei.; bedzie
rowne 2e.

Dale] przyjmujac, ze trzecia pochodna ma bezwzgledng wartos¢ maksymalng o wartosci M,
to gorna granica wartosci bezwzglednej btedu catkowitego moze by¢ przedstawiona w
postaci:

Fxic) — fxio1)
2h

<

"
~h

. h*M
f(xz)_ 6

(21) Total error =

Optymalny krok A, moze by¢ okreslony poprzez wyznaczenie pochodnej réwnania (19) i
przyrownania wyniku do 0, rozwigzujac uzyskane rownanie, otrzymuje sie zaleznosc:

/3¢

(22) hopr = IV



Analiza bredow rozniczkowania numerycznego

/adanie: W poprzednim zadaniu oszacowano pochodng przy pomocy centralnego ilorazu
roznicowego. Wykonac te same obliczenia dla kroku i = I a nastepnie progresywnie
zmniejszajac krok poprzez jego podziat przez 10 zademonstrowac jak wraz z redukcja
kroku, btedy obciecia stajg sie dominujace. Uwaga, doktadna wartos¢ pochodnej wynosi

-0.9125. step size finite difference true error
) 0.1000000000 -0.91600000000000 0.0035000000000
det iéiaén 0. 1*x**4-0 . 15%x*¥*3-0 . Ckx k%2 -0 . 25yt .2 0.0100000000 -0.91253500000000 0.0000350000000
0.0010000000 -0.91250035000001 0.0000003500000
. 0.0001000000 -0.91250000349985 0.0000000034998
def g:ﬁﬁgﬁ 0. A%x**3-0 . 45*x**D-x-0 .25 0.0000100000 -0.91250000003318 0.0000000000332
) ’ ’ ©0.0000010000 -0.91250000000542 ©.0000000000054
0.0000001000 -0.91249999945031 0.0000000005497
n=11 0.0000000100 -0.91250000333609 0.0000000033361
X = 0.5 0.0000000010 -0.91250001998944 0.0000000199894
h=1.0 0.0000000001 -0.91250007550059 0.0000000755006
dtrue = df(x) 0.0000000000 -0.91250340616966 0.0000034061697
H = np.zeros( (n,1) )
D = np.zeros( (n,1) ) o
E = np.zeros( (n,1) ) 10"
H[@] = h; o
D[@] = ( f(x+h) - f(x-h) ) / (2.0*h); )
E[@] = np.abs(dtrue - D[O]); "

for i in range(1l, n):

h = h/10.0 5
H[i] = h o
D[i] = (f(x+h) - f(x-h)) / (2.0*h) b

E[1i] np.abs(dtrue - D[i])

L = np.concatenate((H, D, E), axis = 1)
np.set_printoptions(precision=15, suppress=True) P ) o
pr‘int( L) o -12 | | i-9 | | ;—6 | ;—3

Step size



Analiza bredow rozniczkowania numerycznego

Poniewaz, w zadaniu analizowana jest tatwo rozniczkowalna funkcja, mozna sprawdzic, czy
uzyskane wyniki sg zgodne z rownaniem (22).

M = |f90.5)| =1-2.4(0.5) — 0.9] = 2.1
Poniewaz doktadnos¢ numeryczna systemu PYTHON wynosi okoto 10-16, mozna z grubsza

przyjac, ze gorna granica zaokraglenia wyniesie € = 0.5x10-16,

/ zaleznosci (22) wynika:

3(0.5 x 10716
hoptzi/ ( — ) 4310

co jest tym samym rzedem 1x10-6 jaki zostat uzyskany z systemu PYTHON.



Formuty rozniczkowania o wysokie] doktadnoscl

Progresywny szereg Tylora moze by¢ zapisany jak poprzednio (13):

f"(xi)
2!

(23) fxiz1) = fx)+ fxih + h?+ ...

| przeksztatcony do postaci:
: fiv) — f&) ()
(24) fxi) = P Y

dotychczas, wyraz drugiej pochodnej byt obcinany (15):

(25) f/(xi) _ f(xi—l—l)h_ f(xi) —|—

W przeciwienstwie do tego podejscia, tym razem wyraz z drugiej pochodnej zostanie
zachowany. Druga pochodna okreslona byta wzorem (18):

h+ Oh?)

S Xig2) =2 (xig1) + f(x)

(206) [ () = 7

+ O(h)

Podstawiajac (26) do (24), uzyskuije sie:

S &xig) — f(x) B S &Xig2) =2 (i) + f(xi)
h 2h?

(27) f(x;) = h+ O(h?)

a po uporzadkowaniu:

28) iy = =02 +4];§lx,-+1> ~3f(x) +




Formuty rozniczkowania o wysokie| doktadnosci

W podobny sposéb wyprowadzone mogg byc ilorazy: regresywne i centralne, rowniez dla
pochodnych wyzszego rzedu. Ponize] zestawiono ilorazy progresywne:

First Derivative Error
oy = L 2T Oh)
f/(xi) _ _f('xi—l—Z) T AJ;EZXI'—I—I) o 3f(xl) 0(h2)
Second Derivative

f,,(xi) _ f(xH_z) — 2];1(2361'-1-1) ‘|'f(xi) o(h)
£ (x) = —f (X;3) + 4f (xi+2)h2_ Sf (Xip1) + 2f(x) Ol
Third Derivative

() = (i) — 3f () ;" 3f () — fx) O(h)

h
f///(xi) _ _3f(xi+4) + ]Af(xi-{-:}) — 24f(xi+2) + | 8f(xi+1) — Sf(x,) O(hz)
2h
Fourth Derivative
f////(xi) — f(xi_|_4) D 4f(xi_|_3) + éfiXH_z) _ Af(xi_H) + f(xi) O(h)
h
f////(xi) _ —2f(xi+5) + 1 ]f(xi+4) — 24f(xi+3) + Qéf(xlurz) — ]Af(xiH) + 3f(xl) O(hz)

h4



Formuty rozniczkowania o wysokie] doktadnoscl

Ponizej zestawiono ilorazy regresywne:

First Derivative Error
f,(xi) _ f(xi) _hf(xi_l) o)
F(x) = 3fx) —4f gzl) + f(x,_,) 00

Second Derivative

J ) — 2f(xi—1) + f(x_y)

[ = " O(h)
f//(xi) _ 2f(xi) - Sf(xi—l) ;Aff(xiz) — f(x,_3) O(hz)
Third Derivative

f///(xi) — f('xi) o 3f(xi—l) —;33][()61'2) T f('xi—3) O(h)
F(x) = Sf () — 18f(x_p) + 24f(xi3—2) — 14f(x_5) + 3f(x_y) o)

2h

Fourth Derivative

f////(xi) — f(xi) o Arf(xi—l) + éf()Z42) T Arf(xi—3) + f(xi—4) O(h)
() = 3f(xi) — ]Aff(xi_1) + 2(/)f(xi—2) — 24f(xi_3) + 1 ]f(xi—4) — zf(xi_s) Oh?)

h4



Formuty rozniczkowania o wysokie] doktadnoscl

Ponizej zestawiono ilorazy centralne:

First Derivative Error

f/(xi) _ S X)) 2_hf(xi_1) O(hz)

Fx) = —f(Xip2) + 8f (i) — 8F (xip) + [ (i) o)
12h

Second Derivative

f//(xi) _ f(xi+1) - 2];(2)51) +f(xi_1) 0(h2)

£ (x) = —f(xi0) + 10 () — 30£(x) + 16f(xi_p) — f(xo) O

1212

Third Derivative

£ (x) = S i) — 2f (xi+l)2_;32f (xi_) — f(x2y) O(hz)

£(x) = —f(xiy3) + 8f (x0) — | 3f(xi+1g; 13f(y) — 8f(xiy) + f(x;23) o

Fourth Derivative

£ = F ) — 4f () + éfhaxi) —Af () + fxy) o)

() = —f(ia) + 12f () — 39F () + 50f (%) — 39 (xi_y) + 121 (xip) — f(xi3) o)

oh*



Formuty rozniczkowania o wysokie] doktadnoscl

/adanie: W pierwszym zadaniu oszacowano pochodng przy pomocy centralnego ilorazu
roznicowego dla kroku A =0.5 1 h =0.25. Powtorzyc obliczenia stosujgc doktadniejsze
wzory. Uwaga, doktadna wartos¢ pochodnej wynosi -0.9125.

Wymagane dane:

Xi—2 =0 fxiz) =12
x;_1 =0.25 f(x;_1) = 1.1035156
x; = 0.5 f(x;) =0.925
Y1 =075  f(xip;) = 0.6363281
Xiy2 =1 Jf(xig2) =0.2

Progresywny iloraz roznicowy O(h?):

—0.2 4 4(0.6363281) — 3(0.925
+ 4 ) ( ) = —0.859375 & = 5.82%
2(0.25)

£'(0.5) =

Regresywny iloraz roznicowy O(h?):

3(0.925) — 4(1.1035156) + 1.2
f'(0.5) = ( ) — X )+ = —0.878125 g, = 3.77%
2(0.25)

Centralny iloraz roznicowy O(h#):

£1(0.5) = —0.2 + 8(0.6363281) — 8(1.1035156) + 1.2 0,915 . — 0% Uwaga: 0% poniewaz funkcja.
12(0.25) f{x) jest wielomianem 4 stopnia.




Ekstrapolacja Richardsona

Przedstawione sposoby poprawy doktadnosci rozniczkowania numerycznego to:
» zmniejszenie kroku
» uzycie formuty wyzszego rzedu, ktora wykorzystuje wiekszg ilos¢ punktow

Trzecim sposobem jest zastosowanie ekstrapolacji Richardsona.
4 1
(29) D = gD(hz) — gD(hl)

Dla centralnych ilorazow rdznicowych, o btedzie obciecia rownym O(h2), formuta (29)
wyznaczy przyblizenie pochodnej z btedem O(h4).

Uwaga: Podobnie jak dla obliczania catek, doktadnosc¢ pochodnej moze by¢ poprawiana
poprzez zastosowanie schematu Romberga.



Ekstrapolacja Richardsona

/adanie: Uzywajac funkcji z zadania 1 obliczy¢ pierwszg pochodng w punkcie x = 0.5,
wykorzystujgc kroki A =0.5 oraz h =0.25. ZastosowacC metode ekstrapolacji Richardsona.
Uwaga, doktadna wartosc pochodnej wynosi -0.9125.

Pierwsza pochodna obliczona przy pomocy centralnego ilorazu roznicowego:

02-12

D(0.5) = "

_10 8t — _96%

0.6363281 — 1.103516

D(0.25) = 03 = —0.934375 & = —2.4%

Ekstrapolacja Richardsona:

= 1
D = 5(_0'934375) — 5(_1) = —0.9125



