Metody numeryczne

Wyktad 3

Michat t.askawski



Wprowadzenie

Jednym z podstawowych zadan algebry liniowej jest rozwigzywanie
uktadow rownan liniowych:

a11x1 + alzxz + + alnxn — bl
alel + azzxz + + aann = bz
ap1xX1 + Qapx, + + aj,x, = b (1)
Am1X1 + QX + .. + amnXn, = by,
W postaci macierzowej:
Ax =D (2)

Gdzie:
A jest macierzg mxn znanych wspotczynnikow,
b jest wektorem m znanych wyrazow wolnych,

X jest wektorem n niewiadomych.



Definicje
Zgodny uktad rownan liniowych

Uktad réwnan liniowych nazywa sie zgodnym, gdy ma przynajmniej jedno
rozwigzanie, moze on byC uktadem:

e oOznaczonym, gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie,

* nieoznaczonym, gdy ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Niejednorodny uktad réwnan liniowych

Niejednorodny uktad rownan liniowych to uktad, ktory spetnia warunek:

m
Z b? >0 (3)
=1

gdzie: b; jest i tym wyrazem wektora wyrazéw wolnych b.

Rzad macierzy (rank)

Jest to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektorow tworzgcych
kolumny lub wiersze.



Warunki rozwigzania

Twierdzenie Kroneckera — Capellego

Uktad réwnan posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy:

rank A =rankB =r (3)

gdzie: B jest macierzg rozszerzong powstatg z macierzy A poprzez
dotgczenie do niej wektora b jako n + 1 kolumny. Przy czym:

* istnieje doktadnie jedno rozwigzanie, gdy r = n,

» uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznychode = n—r
parametrow, gdy r < n,

« uktad jest sprzeczny, gdy rank A < rank B.

Wspolny rzad macierzy A oraz B nazywa sie rzedem uktadu.



Metoda doktadne

Metody doktadne sg to metody rozwigzywania liniowych uktadow rownan,
Ktore pozwalajg znalezC doktadne rozwigzanie w ograniczonej ilosci krokow
elementarnych dziatan arytmetycznych.

Liczba tych dziatan zalezy tylko | wytgcznie od:
e algorytmu metody,

e rzedu ukfadu.

Wzory Cramera
Dany jest uktad Cramera, ktory w zapisie macierzowym przyjmuje postac:

Ax =D

Jezeli macierz wspotczynnikdw A jest macierzg nieosobliwg, to znaczy
detA # 0, to istnieje macierz odwrotna A™1.



Metoda Cramera

W celu rozwigzania uktadu (2), obie strony rownania nalezy pomnozyc¢
przez A1
x=A"1b (5)

D

gdzie: A1 = d:tA, natomiast AP jest macierzg dopetnien algebraicznych

(macierzg dotgczona):

A1 Agpp Ay
Ay; Ay Ayp

AD = | ¢ : " : 6
Ax1 Agx - App (6)
Anl Anz Ann

Elementy A;; sg dopetnieniami algebraicznymi elementow a;;, czyli
wartosciami wyznacznikow n — 1 stopnia, powstatych z wyznacznika det A
poprzez skreslenie i-tego wiersza | j-te] kolumny dodatkowo pomnozonymi
orzez wyraz (—1)"*/.



Metoda Cramera

Rozwigzanie uktadu (2) jest nastepujace:

= APb
X detA (7)
Nalezy zauwazyc, ze w iloczynie:
A11b1 Aqpby; 0 Agpby]
Az1b1 Agzby - Aguby
ADb — . . ‘e . 8

Aklbl Akzbz Aknbn ( )
—Anlbl Anzbz Annbn—

dowolny k-ty wiersz jest rowny wartosci wyznacznika det Dy,.

det D, powstaje z wyznacznika macierzy A poprzez zastgpienie w nim k-tej
kolumny, kolumng wyrazow wolnych.



Metoda Cramera

Ostatecznie, rozwigzanie uktadu (2) przyjmuje postac:

x1 _Dl_

X5 D,

: 1 :

X ~ detA| Dy )
X D,

Z rownania (9), wynikajg wzory Cramera:

(10)
gdzie: k = 1,2,..,n.



Metoda Cramera

Implementacja w jezyku Python:

import numpy as np

A = np.array([ [10.0, 40.0, 70.0], [20.0, 50.0, 80.0], [30.0, 60.0, 80.0] ])
b = np.array([ [300.0], [360.0], [396.0] ])
x = np.array( [[9.0], [@.9], [9.0]] )

detA = np.linalg.det(A)
if detA ==
print("Brak rozwiazan")
else:
for k in range(9, b.shape[@]):
M = A.copy()
M[:, k] = b.squeeze().copy()
x[k] = np.linalg.det(M)/detA



Wyznaczniki

Dla macierzy A

11 Qg2 Ain
a1 QA2 Aon
A= o (11)
Ar1 Qg2 **° Qgn
LAn1 Qpz 7t Qnpd

0golny wzor na wyliczanie wartosci wyznacznika macierzy A ma postac:

n
detA = 2(—1)‘+1aUAU (12)
=1

gdzie: A;; Jest wyznacznikiem macierzy powstate] z macierzy A poprzez
skreslenie i-tego wiersza | j-tej kolumny.

Zaleznosc¢ (12) ma niewielkie znaczenie praktyczne. Konieczne jest
wykonanie n! operacji mnozenia.



Macierze trojkatne

Macierz trojkatna dolna (lewa) Macierz trojkatna gorna (prawa)
_lll 0 te 0 7 U1 Uq2 Uqn T
by Ly =+ 0 0wy - Uy

L= k1 lgz - O (13) U=1o 0 Ukn (14)
Ung b o Lod 0 0 Unn

Uwaga:

Sumy, iloczyny i odwrotnosci macierzy trojkgtnych tego samego rodzaju
(gornej lub dolnej), sg macierzami trojkgtnymi.

Wyznaczniki macierzy (13) oraz (14) sg iloczynami elementéw lezgcych na
gtéwnej przekatney:



Uktady z macierzami trojkgtnymi

Jezeli macierz uktadu (2): Ax = b jest macierzg trojkatng, to taki uktad
mozna tatwo rozwigzac.

Przyjmujac, ze A jest macierzg trojkatng gorng i jest nieosobliwa (wszystkie
elementy na gtowne| przekatnej sg rozne od 0), to uktad rownan przyjmuje
postac:

allxl + alzxz + + alnxn — bl
Az2Xy + T ankn = b (17)
Apn-1n-1Xn-1 T QAun_1nXn = bn—l
AnnXn — bn
Uwaga:

Sktadowa x,, moze byc natychmiast wyznaczona z ostatniego rownania
uktadu (17).

Podstawiajgc uzyskany wynik do przedostatniego rownania mozna
wyznaczy¢ sktadowg x,,_1.

Procedure mozna kontynuowac, az do uzyskania sktadowe| x; .



Uktady z macierzami trojkgtnymi
Przyktad:

Dany jest uktad 3 rzedu w postaci:

a;1x, + aqx, + az3x3 = by
A%, + Ay3x3 = by
az3Xx3 = Dbs

W pierwszym kroku z trzeciego rownania wyznaczana jest wartosc
niewiadomej x;.
b3

X3 -
as3
Dalej do drugiego rownania podstawiana jest wyznaczona wartosc xz |

wyznaczana jest wartosc x,.
by, — az3x3

Xz —
az2
Nastepnie procedura jest powtarzana dla rownania pierwszego.

by —aix, + ai3x;
x1 -

aii



Uktady z macierzami trojkgtnymi

Dla uktadu z macierzg trojkgtng gorng, rozwigzanie mozna opisac ogolnymi
zaleznosciami:

by
Xy = ——
" ann
18
by — Yk—iv1 Qi (18)
Xi =
Ajj
dai =n—-1,n-2,.. 1.
Dla uktadu z macierzg trojkgtng dolna:
by
Xp = —
a1 (19)
by — YR=1 Qi Xy,
X =
Aji

dlai =2,3,..n.

Powyzsza procedura nazywa sie metoda wstecznego podstawiania.



Uktady z macierzami trojkgtnymi

Koszt obliczen wedtug zaleznosci (18) lub (19) wymaga M operacii
mnozenia i D operacji dzielenia:

yolo ] Sl 1
—ot T —ot T

Koszt ten jest niewiele wiekszy od kosztu mnozenia wektora przez macierz
trojkatnag.

Wiele metod numerycznego rozwigzywania uktadow rownan liniowych
polega na:

« sprowadzeniu uktadu do postaci trojkatne;

 a nastepnie wykorzystaniu zaleznosci (18) lub (19).



Metoda eliminacji Gaussa

Cel: Sprowadzi¢ uktad do postaci trojkatne;.

Dla utatwienia przyjeto uktad 3 rzedu.

a;1 X, + appx, + az3x3 = by
ap1X7 + Qxx, + azz3xs3 = by
azi1x; + azxx, + azzxz = b

Odejmujgc od drugiego wiersza, pierwszy pomnozony przez a,,/a,; a od
trzeciego wiersza, pierwszy pomnozony przez as;,/a;1 Uuzyskuje sie:

0 0 0 30
ai1x1 + agx, + ajzxz = by
1 1 g1
az,%, + azzx3 = b
1 1 1
az,x, + azzxz3 = b3
gdzie: af; = a;;, b} = b dlai,j = 1,2,3 oraz:
0 0
a' al
1 _ 0 i1 0 1.0 @1 L
ajj = a;; ——5 bj—bl- — —5 b1 ,,j =23
aq aq

W ten sposéb z rownan 2 oraz 3 wyeliminowana zostata zmienna x;.



Metoda eliminacji Gaussa

Eliminacja zmienne| x, z trzeciego rOwnania, realizowana jest poprzez
odjecie od rownania trzeciego, rownania drugiego pomnozonego przez
ai,/ak,. Wtedy uzyskuje sie uktad w postaci:

0 0 0 30
aj1x, + ajx, + ajz3x3 = bj
1 1 1
az,Xx, + azzxs3 = b
2 g2
azsx; = bs
gdzie:
1 1
a’ a’
2 _ 1 12 1 2 1.2 i2 ;1 —
ajj = Ajj — ——Ay; bj = bi’ ——~by i,j =3
az, Az,

W ten sposob z rownania 3 wyeliminowana zostata zmienna x,.



Metoda eliminacji Gaussa

Uogodlnione zaleznosci umozliwiajgce wyznaczenie wspotczynnikow
macierzy | wyrazow wolnych uktadu rownan liniowych dowolnego rzedu
(n-tego) sg nastepujgce:

ak—l ak—l
k _ k-1 _ ik k-1 k _ pk—1 _ Zik k-1 20
aij = aij ak_l akj bi = bi ak_l bk ( )
kk kk

gdzie:i,j=k+1,k+2, ..n

Stosujgc powyzsze zaleznosci mozna sprowadzi¢ uktad rownan do postaci
z macierzg trojkagtng gorna.

Dalej, uktad rownan mozna rozwigzac stosujgc metode wstecznego
podstawiania.

i—1 n i—1
_bi — Lj=i+1 4ij Xj

X; = :

dai =nn-1,..1.



Metoda eliminacji Gaussa

Catkowity naktad obliczeniowy metody eliminacji Gaussa

M=2n® tn? 4o D=on®ton? 42
—311 n 3 —371 Zn 6Tl

Wymagana liczba operaciji jest mniejsza od liczby operacji niezbednych do
wykonania dla metody Cramera.



Metoda eliminacji Gaussa

Implementacja w jezyku Python:

import numpy as np

A = np.array([ [10.0, 40.0, 70.0], [20.0, 50.0, 80.0], [30.0, 60.0, 80.0] ])
b = np.array([ [390.0], [360.0], [390.0] 1)

x = np.array( [[9.0], [@.9], [9.0]] )

n = b.shape[@]

Lj=k+1L,k+2, .1

for k in range(©, n-1):
for i in range(k+1, n): K k-1 _ %k k-1

L = A[i,k] / A[k,k] j aks
for j in range(k+1, n):
Ali,j] = A[1,7] - L * A[k,]] ak1
b[i] = b[i] - L * b[k] bf = bkt — —E_pk-1
Ak
X = b.copy()
for i in range(n-1, -1, -1): i =nn-—1,..1
S =0.0
for j in range(i+l, n):
S =S + A[i,3] * x[3] el _ym i1
x[i] = (x[1] - S) / A[i,1i] x; = L _Tﬂfl ij 7




