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Wprowadzenie

Sposob postepowania

Numeryczne rozwigzywanie uktadow nieliniowych rownan algebraicznych
wykorzystujg zaleznosci rekurencyjne, ktore okreslajg sposob obliczania

kolejnych wyrazen ciggu przyblizen migjsc zerowych funkcji f(x):

f(x)=0 (1)
Zaktada sie, ze rownanie (1) posiada jedynie pierwiastki odosobnione.

Plerwiastki odosobnione to takie pierwiastki, ktore zlokalizowane sg

wewnatrz przedziatow (a, b). Kazdy taki przedziat moze zawierac tylko

jeden pierwiastek.



Wprowadzenie

Lokalizacja pierwiastka

Twierdzenie Bolzano — Couchego:

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w przedziale domknietym [a, b] oraz

f(a) f(b) < 0, to wewnatrz takiego przedziatu znajduje sie co najmnie;
jeden pierwiastek rownania f(x) = 0. To znaczy istnieje co najmnigj jedna
liczba ¢ € (a, b), dla ktérej f(¢) = 0.




Wprowadzenie

Lokalizacja pierwiastka
Przedziat izolacji pierwiastka:
Jezeli w przedziale otwartym (a, b) istnieje pochodna f® (x) i nie zmienia

ona znaku, to znaczy: sign f (x) = const dla x € (a, b), to przedziat (a, b)

jest przedziatem izolacji pierwiastka.
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Metoda potowienia przedziatow

Zatozenie
Dane jest rownanie (1): f(x) = 0, przy czym funkcja f(x) jest ciggta i
monotoniczna w przedziale izolacji [a, b] pierwiastka i zachodzi nieréwnosc:

f(a) f(b) <O0.
Algorytm

1. Podzieli¢ przedziat [a, b] na potowe, srodek przedziatu: x; = %(a + b).

2. Jezeli f(x1) = 0,10 & = x4 jest pierwiastkiem rownania (1).

3. Jezeli f(xq1) # 0, to odrzuc ten przedziat [a, x1] lub [xq, b], ktory nie
spetnia zaleznosci f(xq) f(a) < 0 lub f(x;) f(b) < 0.

4. Oznacz granice nowego przedziatu jako [a, b] i powrdC do kroku 1.



Metoda potowienia przedziatow

llustracja dziatania metody




Metoda potowienia przedziatow

Przyktadowa implementacja w jezyku Python

def f(x):
"Definicja funkcji”
return 0.5 * x ** 2 + 0.5 * x - 0.5

# Metoda bisekcji

iter = 100

delta = ©0.00001

a = -2.25

b =1.5

for k in range(l, iter):
x=(a+b)/ 2
if abs(f(x)) < delta:

break
else:
if f(x) * f(a) < 6:
b = x
else:

a = X



Metoda siecznych

Funkcja klasy C™

Jezeli funkcja f ma w przedziale (a, b) n pochodnych i n -ta pochodna jest
funkcjg ciggta w przedziale (a, b), to funkcje f nazywa sie funkcje klasy
c™(a, b).

Zatozenie
Niech f(x) bedzie funkcja klasy €@ dla x € [a, b] oraz f(a) f(b) < 0.

W celu wyznaczenia przyblizenia rozwigzania rownania (1): f(x) = 0,
nalezy poprowadzi¢ sieczng przechodzaca przez dwa punkty: A(a, f(a))
oraz B(b, f(b)). Punkt przeciecia siecznej z osig 0X jest przyblizeniem
rozwigzania. Rownanie sieczne;:

x—a_y-—f(a)
b—a f(b)—-f(a)

(2)



Metoda siecznych
Podstawiajgc do rownania (2): x = x4 oraz y = 0, otrzymuje sie zaleznosc¢
okreslajgcg pierwsze przyblizenie rozwigzania:

_ fa)
f(b) — f(a)

X1 =a (b—a) (3)

Postepujac w ten sposdb, dla kolejno zawezanych przedziatéw [x,,, b] dla
n=1,2,..(lub [a,x,], w zaleznosci od wybranego punktu statego),

otrzymuje sie kolejne przyblizenia punktu statego.
Uwaga:

Jezeli f@)(x) nie zmienia znaku w przedziale [a, b], to zbiezno$é metody
zalezy od wyboru jednego z punktow przedziatu w ktorym funkcja f(x) oraz

jej druga pochodna f@ (x) maja ten sam znak.



Metoda siecznych

Kolejne przyblizenia x,, lezg po te] samej stronie pierwiastka &, po ktorej

funkcja f(x) oraz jej druga pochodna f & (x) maja rézne znaki.
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Metoda siecznych

Kolejne przyblizenia x,, lezg po te] samej stronie pierwiastka &, po ktorej

funkcja f(x) oraz jej druga pochodna f & (x) maja rézne znaki.
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Metoda siecznych

Przyktadowa implementacja w jezyku Python

def f(x):
"Definicja funkcji”
return 0.5 * x ** 2 + 0.5 * x - 0.5

# Metoda siecznych

iter = 100

delta = 0.00001

a = -2.25

b =1.5

for k in range(l, iter):
x =a - (f(a) / (f(b) - f(a))) * (b - a)
if abs(f(x)) < delta:

break
else:
if f(a) * f(x) > 6:
a = X
else:

b = x



Metoda stycznych (Newtona)
Zatozenie:

Dane jest rownanie (1): f(x) = 0, ktére posiada pierwiastek xi w przedziale

[a, b], w ktorym funkcje fV(x) oraz ¥ (x) sa ciagte i nie zmieniaja znaku.

Metoda Newtona polega na przyblizeniu rozwigzania rownania f(x) = 0

wyrazami ciggu miejsc zerowych stycznych do f(x).

Rownanie stycznej w punkcie: By (xn, f(xn)), n = 1,2, ...

y—fxg) = f(l) (xn) (x — xp) (4)

Przyjmujac, ze y = 0 oraz x = x,, + 1, otrzymuje sie

_ f (xn)
An+1 = Xn — f(l) (xn) (5)




Metoda stycznych (Newtona)

llustracja dziatania metody




Metoda stycznych (Newtona)

/bieznosce

/bieznos¢ metody w duzym stopniu zalezy od wyboru wartosci
poczatkowe| xo = a (lub xq = b).

Stosujgc metode stycznych nalezy kierowac sie zasada: jako punkt

poczatkowy x, wybiera sie koniec przedziatu [a, b] dla ktérego

f (o) f @ (xp) > 0.

Metoda Newtona jest szczegodlnie efektywna, gdy funkcja f(x) jest stroma
w otoczeniu punktu €.
Nie zaleca sie stosowac te] metody gdy krzywa f(x) w poblizu przeciecia

osl 0X |est prawie pozioma.



Metoda stycznych (Newtona)

Przyktadowa implementacja w jezyku Python

def f(x):
"Definicja funkcji”
return 0.5 * x ** 2 + 0.5 * x - 0.5

def df(x, dx):
"Definicja aproksymacji pierwszej pochodnej”
return (f(x + 90.5*%dx) - f(x-0.5*dx)) / dx

# Metoda stycznych

iter = 100

delta = ©0.00001

dx = 0.001

X = -2.25

for k in range(l, iter):
X = x - f(x) / df(x, dx)
if abs(f(x)) < delta:

break



