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Catka oznaczona
Wyznaczenie wartosci catki oznaczonej jest czestym zadaniam analizy
numerycznej.

Obliczanie wartosci catki oznaczonej realizowane jest na podstawie wzoru
Newtona-Libnitza:

b
I= / f(z)dz = F(b) — F(a) 1)
gdzie, F(z) jest funkcja pierwotna f(z):
O ra )

Uwaga:
Uzycie wzoru (1) jest czesto ktopotliwe, wynika to z tego, iz wyznaczanie
catek nieoznaczonych jest zadaniem trudnym.

Dodatkowo dla wielu funkcji F(z), funkcja pierwotna f(z) nie wyraza sie
poprzez skonczong kombinacje funkcji elementarnych.

Dlatego istnieje potrzeba numerycznego wyznaczania catek



Funkcja interpolacyjna

Zaleznosci wedtug ktorych realizuje sie numeryczne catkowanie przyblizone,
czyli inaczej kwadratury, uzyskuje sie poprzez catkowanie funkcji zastepczej
¢(x) opisanej wielomianem interpolacyjnym zbudowanym na zbiorze n + 1
weztow interpolacji o wspotrzednych z;, i =0,1,2,...,n. Ogdlnie:

f(2) = ¢(z) + E(z) 3

gdzie, ¢(x) jest wielomianem interpolacyjnym stopnia n:

n
o(z) = Zhi(iﬂ)fi 4 opcjonalne cztony z pochodnymi (4)
i=0

FE jest btedem interpolacji.



Funkcja interpolacyjna

Przyblizenie catki oznaczonej z funkcji f(z) w przedziale od a do b jest

nastepujace:
b n
/ f@)de = Hifi+E (5)
a =0
gdzie:
b b
Hi:/ hi(z) dz E:/ E(z)dz (6)
a a
Uwaga:

Parametry interpolacji nalezy tak dobrac¢ aby cztony z ewentualnymi
pochodnymi (4) zanikaty tozsamosciowo.

n
() = Zhi(il?)fi + opcjonalne cztony z pochodnymi
i=0

W ten spos6b przy pomocy interpolacji Hermite'a, uzyskuje sie kwadratury
Gaussa.

Korzystajgc z wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a uzyskuje sie
kwadratury Newtona-Cotesa.



Funkcja interpolacyjna

Jezeli krance przedziatu catkowania sg weztami interpolacji (weztami
kwadratury), uzyskuje sie zamkniete kwadratury Newtona-Cotesa. Sa one
najczesciej stosowane w praktyce.

Btad catkowania E powinien by¢ proporcjonalny do pochodnej rzedu
(n 4+ 1) funkcji podcatkowej w pewnym punkcie £ nalezagcym do przedziatu
catkowania.

W praktyce zamkniete kwadratury Newtona-Cotesa okreslone s3 przy
pomocy wielomiandw interpolacyjnych niskiego stopnia. Wynika to z
nastepujacych wzgledow:

» prostoty obliczen,

» trudnosci w oszacowaniu pochodnych wyzszego rzedu,

» mozliwymi oscylacjami Rungego, czyli duzymi btedami interpolacji na
krancach przedziatu,

> mozliwoscig osiggniecia wiekszej doktadnosci przy zastosowaniu
kwadratur ztozonych.



Metoda prostokatow
Najprostszym sposobem obliczenia catki oznaczonej z funkcji f(z) jest
przyblizenie jej przy pomocy wielomianu:

#(x) = f(wo) = const (M

b b b 1
/ f(z)dz ~ / #() dz = / flwo)dz = (b—a) fxo) E=g(b- a)® F1 (€
a a a (8)

W zaleznosci od potozenia wezta zg otrzymuje sie wzory:
» lewych prostokatéw: zg = a (rysunek a)
» Srodkowych prostokatéw: zp = %b (rysunek b)
» prawych prostokatéw: zo = b (rysunek c)
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Metoda trapezow

Jezeli do interpolacji funkcji f(z) zastosowany zostanie liniowy wielomian
interpolacyjny Lagrange'a, otrzyma sie wzdér kwadraturowy nazywany

wzorem trapezow.

b b b r—b T —a
/f(x)dacz/ [foL(l)(x)—i-flL%(z)]da::/ [f(a)a_b+f(b)b_ de =
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Metoda parabol - Simpsona

Jezeli do interpolacji funkcji f(z) zastosowany zostanie kwadratowy

wielomian interpolacyjny Lagrange'a, otrzyma sie wzor kwadraturowy
nazywany wzorem parabol.

b b
/f(:c)dxz/ [foLo(z) + fiLi(z) + foLa(z)]dz =

(a—0b)(a—0b)

b
:/ |:f(0)(x—c)(a—b)+f(1)(m—a)(x_—b)+f(2)(x—a)(m—c)} dz

(c—a)(c—0) (b—a)(b—c)

b—a 5 (4)
) 1@

b—a 1
:T(f<1+4f1+f2) E:7®<

(10)



Kwadratury ztozone
Kwadrature ztozong uzyskuje sie dzielgc przedziat catkowania na
podprzedziaty, nastepnie do kazdego z nich stosuje sie kwadrature niskiego
rzedu.
Umozliwia to:
» uzyskanie wiekszej doktadnosci niz przypadku kwadratury wyzszego
rzedu na catym przedziale

— kwadratury Newtona-Cotesa dla rzedu n > 8 ujawniajg cechy narastajacej
niestabilnosci kwadratury interpolacyjnej,

» realizacje algorytmu iteracyjnego, ktory moze sukcesywnie zageszczac
podziat

— poniewaz najbardziej kosztowng czgscig catkowania numerycznego jest
obliczanie funkcji podcatkowej,

— podziat zageszcza sie w ten sposob aby wezty podziatu rzadkiego byty
rowniez weztami nowego gestszego podziatu,

— w ten sposéb mozna uzycC juz obliczonych wartosci funkgcji,

— tatwo jest to osiggnac, gdy krance przedziatu naleza do kwadratury, stad
wynika popularnos¢ zamknietych wzoréw Newtona-Cotesa.



Redukcja btedu

Stosowanie kwadratur ztozonych prowadzi do dodatkowego zmnigjszenia
btedu.

Przyktad: Stosujac wzdr trapezdéw, btad wynosi (9):
1 .
E=——(b- a)® FA(¢) gdzie: ¢ € [a, b]

Dzielgc przedziat na po6t i korzystajac z addytywnosci catki:

a+b b

b 2
I:/ f(:r)dac:/ f(a:)dm+/+b f(z)dx

2

Wartosé catki obliczana jest po przedziatach [a7 “—‘H’] i [“—*b,b].



Redukcja btedu

Przyktad - kontynuacja: Btad jest suma bteddw popetnionych w
poprzednich przedziatach:

Fe (Y e L (ot e -

12 2 12 2
S S Al YR Al )
412 2

Korzystajac z twierdzenia o wartosci Sredniej zastosowanego do drugiej
pochodnej funkcji podcatkowej, otrzymuje sie:

— 11 .

E=— 0~ a)® FP (g3) gdzie: &3 € [a, b] (11)
Poréwnujac réwnanie (11) z réwnaniem (9), wida¢ ze dwukrotne
zageszczenie przedziatu spowodowato czterokrotne zmniejszenie statego
czynnika we wzorze na btad metody trapezéw. Uwaga (11) nie jest

czterokrotnie mniejsze do (9), bo: £ # &3.



Redukcja btedu

Dzielgc przedziat na n podprzedzia+éw:

a=x T Ty T3 b=um,
Rysunek: Ztozona metoda trapezow

Catkowity btad ztozonej kwadratury trapezow jest maksymalnie suma
bteddw popetnianych na poszczegdlnych przedziatach:

i=1 (12)
1 (b—a)® .
= ——Q(I)Ta)f@)(f) twierdzenie o wartosci sredniej
n

dtugosS¢ kazdego z przedziatdw wynosi: bT“



Ztozony wzor trapezow

Numeryczna wartos¢ catki po jednokrotnym zageszczeniu przedziatu i
zastosowaniu wzoru trapezdw:

16—

I~ C i fa) =2

a (1 1
3 (§f0+f1+5f2)
Dla podziatu dla n podprzedziatdw, ogdlny wzdér ztozonej kwadratury

trapezow:

~ 1, . . /O“F/n
Tah(Gho+ fi+ fatet faat facr 4 30 ) =1 Z iooa3)

1=1

gdzie, h = b*T“ jest dtugoscig podprzedziatu, n = 2k k jest rzedem
podziatu.

Uwaga:
Ztozona kwadratura trapezéw moze zostac przedstawiona w postaci
rekurencyjnej.



Ztozony wzor trapezow - postac rekurencyjna

Niech I, bedzie wartoscig catki obliczong obliczong w przedziale [a,b] O
dtugosci h = b — a przy pomocy metody trapezéw dla 2¥—1 podprzedziatéw.

Jezeli k zwieksza sie o 1 to liczba podprzedziatéw podwaja sie.

1 przedziat, k=1 L
L= [f(a)+ fb)

2 przedziaty, k =2

o

b= [f@+2f (a+3)+50) 5 =30+ (at)
4 przedziaty, k=3
n=frosar (v 3) var (or 5) var (o 5) 4 s0)

: =
=gn+[f(a+ )+ (e 2] 5



Ztozony wzor trapezow - postac rekurencyjna

Dla k> 1

ok—2

1 (2i — 1)h L
Io= Sl + oy Zf( S = BN L ST

Wyraz sumowania zawiera tylko wartosci funkcji w weztach powstatych
przez podziat istniejacych juz przedziatdw (wyznaczonych w poprzednim
kroku).

Powoduje to, ze naktad obliczeniowy konieczny do uzyskania k-tego
przyblizenia catki przy okresSlonej liczbie podprzedziatéw, jest taki sam jak
dla wyrazenia (13).

Zaletg rekursywnej ztozonej kwadratury trapezow jest mozliwosc
kontrolowania zbieznosci i zakonczenia procesu obliczeniowego wtedy gdy
osiggnieta zostanie zadana doktadnosc e



Ztozony wzor trapezow - postac rekurencyjna

Procedure zageszczania przedziatu nalezy zakonczyC gdy kolejne
przyblizenia catki r6znig sie od siebie o przyjeta ustalong wartosc e.

I — I

[Txy1 — I (15)

[Tpt1 — x| <€ — 0 " <e
- [I| + ¢

gdzie, ¢ jest dodatkowym parametrem majacym na celu zapobiezenie

dzielenia przez 0 gdy I = 0.



Ztozony wzor prostokatow

Wykonujac analogiczne operacje jak dla ztozonej kwadratury trapezéw, dla

catkowania metoda prostokatow uzyskuje sie ztozong kwadrature

prostokatow.

x

a=mxp T T T3 T4 5 T x7 b=,
Rysunek: Ztozona metoda prostokatéw lewych

Ztozona metoda prostokatéw lewych

n—1

INh(fo+f1+f2+--'+fn—2+fn_1)=h2fi

i=0

(16)



Ztozony wzor prostokatow

Ztozona metoda prostokatéw Srodkowych

n—1

I=h(fo1+fiz+fes+ -+ fo2n-1+fa-1,n)=h Z,/é.zﬂ 17)
i=0

gdzie, fi iy1=f (rﬁ#)
Uwaga:

Metoda wymaga obliczenia wartosci funkcji pomiedzy weztami (wymaga
dodatkowej ekstrapolacji) przez co jest mato praktyczna.

Ztozona metoda prostokatéw prawych

IRR(fitfot ot famrt fa)=h > fi (18)

=1
Btad dla ztozonej metody prostokatow:

L1 3@
B= — o (b—a) f2(g) (19)



Ztozony wzor parabol - metoda Simpsona
feJ

)

a=1xy I Ty T3 T4 z5 b=uzn

Ztozona metoda parabol

b
I%/ f(z)dx =

h
=glbotyntdityst o tun-1)+2@2+vat ot = (20)

n—2

n—1
h
3 Yo +yn +4 Z Y2i—1 + 2 Z Y2i
’ i=1 i=1

Bfad dla ztozonej metody parabol:

11
" n% 180

b—a)® fH ()

(21)



Ekstrapolacja Richardsona

Zaktadajac, ze wartos¢ catki (1)

b
I:/ f(z)dx = F(b) — F(a)

obliczana jest metoda trapezéw w przedziale [a,b] podzielonym na n
podprzedziatdéw i 2n podprzedziatow. Otrzymuje sie odpowiednio:

_ b—a)? (2

I=1In— =[P () (22)
. (b=a)®

I=1Iy, 2@y % (&2n) (23)

gdzie, I, I2n S3 wynikami catkowania metoda trapezow, pozostate czesci
prawych stron réwnan (22) i (23) sa btedami przyblizen.

Zaktadajac, ze [(?)(£,) = [P (&2,) | przyréwnujac stronami réwnania (22)

oraz (23) otrzymuje sig:
41y — I,
I~ 72”3 (24)



