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Aproksymacja

Aproksymacja polega na opisaniu:
» zbyt ztozonej funkcji, funkcjg uproszczong lub
» funkcji w postaci dyskretnej (np. zbioru punktéw pomiarowych)

W kazdym z tych przypadkoéw poszukuje sie funkcji, ktéra dobrze przybliza
funkcje pierwotna.

Zadanie aproksymacji optymalnej w bazie jednomiandéw polega na dobraniu
wielomianu aproksymujacego P(xz) w taki sposob, aby najlepiej przyblizat
on funkcje aproksymowang f(x).

m
P(z) = amz™ + Am_1z™ V-t aiz +ao = Z akxk =p(z)a (1)
k=1
p=[lz ... 2™] - wektor wierszowy jednomianéw
a=Jlapai ... am]T - wektor kolumnowy nieznanych parametrow

aproksymadcji



Aproksymacja

Twierdzenie Weierstrassa
Jezeli funkcja f(z) jest okreSlona i ciggta w przedziale [a,b] i dane jest
e > 0, to wéwczas istnieje wielomian P(x), okreslony w [a,b], taki ze:

|f(z) — P(z)|| <e dlakazdego « € [a,b] (2)

UWAGA:
Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze zawsze mozna wyznaczycC taki
wielomian P(z), ktory bedzie wystarczajaco bliski danej funkcji.

UWAGA:
Okreslenie stopnia m wielomianu aproksymujacego nie jest scisle
sprecyzowane i moze decydowac o jakosci aproksymacji.



Aproksymacja

Aproksymacja punktowa

Dla aproksymacji punktowej, funkcja f(z) dana jest w formie dyskretnej w
postaci zbioru punktéw wartosci funkcji F = [fo, f1,-- .,fn}T (gdzie:

fi = f(z;)) w weztach aproksymacji x = (zo, z1,...,Zn)

W ogdlnym przypadku wielomian aproksymujacy P(z) moze by¢

przedstawiony w postaci wielomianu uogolnionego:
m
P(z) = amum(z) + am—1um—1(z) + - - - + aguo(z) = Z arur =p(z)a  (3)

gdzie, p jest macierzg jednowierszowg funkcji bazowych u;(z),
i=1,2,...,m znanych i liniowo niezaleznych

p(z) = [uo(z), u1(z), ..., um(z)] (4)



Aproksymacja

Kryteridow oceny jakosci aproksymacji jest wiele. W praktyce najczesciej
wykorzystywanym kryterium jest kryterium najmniejszych kwadratow.

Btad e dla metody najmniejszych kwadratow okreSla zaleznosc:

e=> [f(@) = P@)]® =) [f(@:) - p(z:)a)? (5)
i=0 i=0
Warunek konieczny istnienia minimum funkcji e(ao, a1,...,am)
2 =0 Y P | a= > @) s @) ()
i=0 i=0

Réwnanie (6) jest liniowym uktadem réwnan.



Aproksymacja

Przyjmujac oznaczenia macierzy:
A=) pT@)p(@)  B=[p"(z0) pT(z:) ... P (wn)] <)
i=0

rownanie (6) mozna zapisa¢ w formie:
Aa = BF — a=A"'BF (8)

UWAGA:
Macierz A z réwnania (7) mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wektoréw:

A =BB7T (9)
W zwiazku z czym réwnania (8) moga przyjac forme:

BB”a — BF N a= (BB”) 'BF (10)
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UWAGA:
W jezykach SCILAB / MATLAB, réwnanie (10) mozna przedstawi¢ w
uproszczonej formie przy uzyciu operatora dzielenie lewostronnego:

a=B\F (11)
gdzie, ' jest operatorem transponowania 7.

Podstawiajac uzyskane rozwigzanie (8) do wzoru (3) uzyskuje sie

zaleznosS€ na wielomian uogdlniony:
P(z) = p(¢)A~'BF = p(z) (BB”) ' BF = N()F (12)

Wspébtczynnikami kombinacji liniowej funkcji N;(z), ¢ =0,1,...,m, S3 znane
wartosci funkcji f(z;) zawarte w wektorze F.



Aproksymacja
Przyktad:

WyznaczyC€ wielomian aproksymujgcy dane pomiarowe zawarte w tabeli 1.

Przyjac¢, ze wielomian aproksymujacy ma postac: P(z) = ap + a1x.

Tabela: Dane pomiarowe

Rozwigzanie:
Dla danych pomiarowych: n = 3, dla przyjetej postaci funkcji
aproksymujacej: m = 1.

p) =[1 al
B = [p(e0)” p(a1)” pa2)” plea)] = E L ;] FT = [

(BBT) ' = { L5 —0.25} — [81] & a=(BB") 'BF- [—12.5]

—-0.25 0.05 536

11 28 40|

6.66
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W programie SCILAB lub MATLAB, zadanie mozna rozwigzac definiujac
macierz B oraz wektor F a nastepnie korzystajac z operatora dzielenie

lewostronnego:
/ —12.5
a=B \F= — P(z) = —12.5 4+ 6.55x
6.55
50 7

o o o Fla)

o
Rysunek: Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéow

Najmniejszy btad (5) metody dla przyjetego wielomianu: € = 10.7.



Aproksymacja
Przyktad:
WyznaczyC€ wielomian aproksymujgcy dane pomiarowe zawarte w tabeli 2.

Przyjac, ze wielomian aproksymujacy ma postac: P(z) = ag + a1z + azz?.

Tabela: Dane pomiarowe

i oo 1 2 3 4

z; |0 025 05 075 1
f@) |1 12 16 21 27

Rozwigzanie:

Dla danych pomiarowych: n =4, dla przyjetej postaci funkcji
aproksymujacej: m = 2.

p(x)=[1 = 27 FT =1 12 26 21 27
11 11 1

B = [p(x0)” p(z1)” p(z2)” p(x3)” pza)”] = 0 025 05 075 1
0 00625 025 05625 1
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0.88  —3.08 2.285 8.6
-1
(BB") = |-308 1988 1828 BF= |537
2.28 —18.28 18.28 4.36
0.98
a=(BB”) 'BF=B"\F= 069 — P(x) = 0.98 + 0.69z + 1.022>
1.02
i
o o o Flz)

Pz)

0.5 T T T T T T T 1
—0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

xT «
Rysunek: Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow, e = 1.14 - 103



Interpolacja
Interpolacja funkcji f(x) jest szczegdlnym przypadkiem aproksymacji gdy

m=n.

W weztach interpolacji x = [zo, z1,. .., zn] WartosS€ funkcji interpolacyjnej
P(z) jest rowna wartosciom funkcji interpolowanej f(z).

4 P(z), f(x)

— P(a) A
1)

Rysunek: Interpolacja



Interpolacja
Woyrazenia dotyczace aproksymacji punktowej sg rowniez adekwatne dla
przypadku interpolacji. Prosciej jednak wykorzysta¢ warunek:

P(z;) = f(=) dla i=0,1,...,n (13)

Jezeli za wielomian uogdlniony (3) przyjeta zostanie funkcja
interpolacyjna, to rownanie (13) przyjmie postac:

p(zi)a=f; dla i=0,1,...,n (14)

lub w zapisie macierzowym:

BTa=F (15)
gdzie:
uo(zo) wi(zo) ... un(xo)
uo(z1) wi(z1) ... un(x1)

BT = [p7(20) p7 (1) ... pT(an)] " =



Interpolacja

a=Jao a1 ...an]T F=[fo fi...fal

Podstawiajac réwnanie (15):
a=(B")"r
do wielomianu uogdlnionego (3):
P(z) = p(z)a
otrzymuje sie wielomian interpolacyjny w postaci:
P(z) = p(e)a = p() (B") "V F = N@)F (16)
gdzie, N(z) sktada sie z liniowo niezaleznych funkcji (baza interpolacyjna):

N(@) = p(@) (BT) "V = [No(@) Mi(@) ... Nalo) an



Interpolacja

Jezeli:

2
1 x x5 ... =xf ao fo
1 = o} ... 27| |m f1
1 zn x% coooxp an fn

Baza N(z) stanowi wéwczas baze Lagrangea utworzong z wielomianéw

bazowych Lagrangea n-tego stopnia.

Wielomian interpolacyjny n - tego stopnia w ogdlnej postaci:

J
Ny.i(z) = H

=n
T

<
= O

<.



Interpolacja

Wielomian interpolacyjny n - tego stopnia w ogdélnej postaci:

(z—zo)(x—z1)...(x —zic1) (@ — Tit1)...(x — zn)
(Ii - :Bo)(:Bl - Il) N (:Bl - ri_l)(zi - fBH—l) N (:Bl - In)

Np,i(z) = (19)

Rysunek: Funkcja Lagrangea N, ;(x)
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Ze wzoru (16):
P(z) = N(z)F

okreSlajacego postac wielomianu interpolacyjnego oraz wtasnosci funkcji
Lagrangea: Ny, j(x;) = ki

1 gdy k=1

Opi =
0 gdy k#i
Wynika zaleznosc:
n
D Np(@) =1 (20)
k=0

ktora okresla warunek kompletnosci zerowego rzedu dla funkcji bazowych.

Jezeli funkcje bazowe spetniaja warunek kompletnosci do rzedu p, to
oznacza to, ze przez ich kombinacje liniowg mozna doktadnie przedstawic
dowolny wielomian algebraiczny az do rzedu p.
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W praktyce warunki kompletnosci wykorzystuje sie¢ do sprawdzenia
poprawnosci wynikow obliczen funkcji bazowych Lagrangea.

Btad interpolacji:

Fr (g

o @) (e = e (@ =) (21)

fla) = P(z) =
gdzie, f € C™tla,b], £ € (a, ) ANE#x; Vi=0,1,...,n.
Przyktad:

Wyznaczy€ wielomian interpolacyjny n = 2 stopnia, przyblizajacy funkcje
flz) = % Przyjac wezty interpolacji: g =2, z1 = 2.5, x2 = 4.
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Rozwigzanie:

p)=[1 = 27| Fz)T =05 04 0.25)
1 =z =z 1 2 4 10 -32/3 5/3
T _ 2| T\~ 1 _
B = |1 2 22| =|1 25 625 (B") " =|-65 24/3 -45/3
1 zo a2 1 4 16 1 —4/3 1/3
10 — 6.5x + 2

(-1 _

N(z) = p(z) (BT) (—32 +24 — 4962)

35 —4.5+z2)

1
3
Wielomian interpolacyjny

P(z) = N(2)F = [1.15  0.425z  0.052?]

UWAGA:
Wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego mozna uzyskac:

P=(BBT)"'BF  lub w systemach SCILAB / MATLAB: P=B\F
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Rysunek: Interpolacja

Dla przyktadu:
P(3) =0.325, f(3) = 3 = 0.(3).



