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1 Aproksymacija i interpolacja

1.1 Aproksymacja

Aproksymacja polega na opisaniu:
* zbyt ztozonej funkcji, funkcjq uproszczong lub
* funkcji w postaci dyskretnej (np. zbioru punktéw pomiarowych).
W kazdym z tych przypadkéw poszukuje sie funkcji, ktéra dobrze przybliza funkcje pierwotna.

Zadanie aproksymacji optymalnej w bazie jednomianéw polega na dobraniu wielomianu
aproksymujacego P(x) w taki sposob, aby najlepiej przyblizat on funkcje aproksymowang f(x).

m
P(x)=a,x"+a, X" '+..+a,x+a,=Y a,x'=p(x)a
k=1

p=1[1x...Xu] - wektor wierszowy jednomianow
a=[apa...am]" - wektor kolumnowy nieznanych parametréw aproksymacji.

Kryteriow oceny jakoSci aproksymacji jest wiele. W praktyce najczesciej wykorzystywanym
kryterium jest kryterium najmniejszych kwadratow.
Blad ¢ dla metody najmniejszych kwadratow okresla zaleznosc¢:

n

s=§[f<xi>—P<xi)1=z [f(x)-p(x,)af

i=0

Warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcji btedu

=z [F(x)—P(x)]=3 [f(x,)—p(x,)af

i=0

Przyjmujac oznaczenie macierzy

A:l_z;:)p%xi)p(xi) B=[p"(x) p'(x) - p'(x)]

Aa=BF a=A"'BF
A=BB"

BB'a=BF a=(BB')BF



Przyklad 1

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# funkcja aproksymowana
x = np.array( [ 2.0, 4.0, 6.0, 8.0 ] ) [None, :] # wektor wierszowy
F = np.array( [ 2.0, 11.0, 28.0, 40.0 ] )[:, None] # wektor kolumnowy

metoda najmniejszych kwadratow
funkcja aproksymujaca P = a0 + al*x
a [a0 al]"T
P [1 x]
np.zeros ((2, x.shapell]))
:] = x*¥*0
1] = x**1
= ((B*B')"(-1)) * B*F
np.dot ( np.linalg.inv( np.dot( B, np.transpose(B) ) ), np.dot (B, F)
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= a[0] + a[l]l*x # funkcja aproksymujaca
= np.sum( (F - np.transpose(P))**2 ) # blad aproksymacji

=

1.2 Interpolacja

Interpolacja funkcji f(x) jest szczegélnym przypadkiem aproksymacji gdy m = n.
W weztach interpolacji x = [Xo, X3, . . . , Xn] warto$¢ funkcji interpolacyjnej P(x) jest réwna
wartosciom funkcji interpolowanej f(x).

Wyrazenia dotyczace aproksymacji punktowej sa réwniez adekwatne dla
przypadku interpolacji.

a=[aa;...a," - wektor kolumnowy nieznanych parametréw interpolacji.
F=[ff;...f.] - wektor warto$ci wielomianu w punktach interpolacji

px)=[1xx*...x"]
Roéwnanie opisujace zadanie interpolacji ma postac
B'a=F
Macierz B mozemy utworzy¢ za pomocg zaleznosci
B=[p'(xo) p'(x) .. p'(x,)]
Po przeksztalceniu mozemy uzyska¢ wektor nieznanych parametrow

a=(B')'F



Przyklad 2

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def f(x):
return 1 / x

# funkcja interpolowana

x = np.array( [ 2.0, 2.5, 4.0 ] ) [None, :] # wektor wierszowy

F = np.transpose( f(x) )

# funkcja interpolujaca (n = m = 3) P = a0 + al*x + a2*x"2

# a = [a0 al a2]"T

#p=[1x x"2]

B = np.zeros((x.shape[l], x.shape[l]))

B[O, :] = x**0

B[l, :] = x**1

B[2, :] = x**2

# a = ((B*B')"(-1)) * B*F

# a = np.dot( np.linalg.inv( np.dot( B, np.transpose(B) ) ), np.dot (B, F)
)

# a= ((B")Y"(-1)) *F # zapis uproszczony (mozliwy bo B jest macierza
kwadratowa)

a = np.dot( np.linalg.inv( np.transpose(B) ), F )

# funkcja interpolujaca w postaci wielomianu
p = np.polyld( np.squeeze( np.fliplr(np.transpose(a)) ) )

# wspolczynniki wielomianu interpolacyjnego
for idx, wval in enumerate (a):

print('a[%d] = %g' % (idx, wval))
print (p)
vx = np.linspace(x[:, 0], x[:, =11, 100)
plt.plot(vx, f(vx))
plt.plot(vx, p(vx))

1.3 Zadania do wykonania

Zadanie 1

Przeanalizowac i uruchomi¢ przyklad 1. Zaprezentowac dzialanie programu dla réznych danych
wejsciowych oraz réznych stopni wielomianu aproksymujacego.

Zadanie 2



Przeanalizowac i uruchomic przyktad 2. Zaprezentowac dziatanie programu dla r6znych danych
wejsciowych oraz roznych stopni wielomianu interpolacyjnego.

Zadanie 3

Napisa¢ wilasng wersje programu do aproksymacji z przyktadu 1, wykorzystujaca petle zamiast
obliczen tablicowych i macierzowych ( odpowiednik jezyka C).

Zadanie 4

Napisa¢ wiasng wersje programu do interpolacji z przyktadu 2, wykorzystujaca petle zamiast
obliczen tablicowych i macierzowych ( odpowiednik jezyka C).

Zadanie 5

Zapoznac sie z dziataniem funkcji interp1d z pakietu scipy.interpolate. Zaprezentowac dziatanie
funkcji na wiasnych przyktadach.
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